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Построено представление Вигнера для q-деформированной модели линейного гармонического осциллятора, 
описываемой конечно-разностным уравнением. Для этой модели, мы получили явное выражение функции Вигнера как для 
стационарных состояний, так и для состояний термодинамического равновесия. 
 

A q-deformed model of the linear harmonic oscillator in the Wigner phase-space is studied. We derive an explicit expression for 
the Wigner probability distribution function, as well as the Wigner distribution function of a thermodynamic equilibrium, for this 
model. 

 
Âèãíåð ôàçà ôÿçàñûíäà õÿòòè ùàðìîíèê îññèëéàòîðóí q-äåôîðìàñèéà îëóíìóø ìîäåëè þéðÿíèëìèøäèð. Áó ìîäåë ÷ÿð÷èâÿñèíäÿ, ùÿì 

ñòàñèîíàð ùàëëàð, ùÿì äÿ òåðìîäèíàìèê òàðàçëûã ùàëû ö÷öí Âèãíåð ïàéëàíìà ôóíêñèéàñûíûí àøêàð èôàäÿñè àëûíìûøäûð. 

 
1. Уже более 10 лет большое внимание 

уделяется к новым математическим структурам – 
квантовым алгебрам [1-5], которые являются 
деформированными аналогами обычных алгебр Ли 
с параметром деформации q . Существует тесная 
связь между квантовыми алгебрами и разностными 
специальными функциями [6] q -анализа [7,8]. 

Квантовые алгебры находят широкое 
применение в различных областях теоретической 
физики – статистической механике, квантовой 
механике, конформной квантовой теории поля и 
т.д. [9-11]. Например, в работе [10] алгебра )4(qso  
была применена к описанию q -аналога атома 
водорода, а в работе [11] к описанию q -аналога 
релятивистской кулоновской задачи. 

В связи с развитием квантовых алгебр во многих 
работах [12-19] исследовался вопрос о построении 
моделей q -деформированного квантового осциллятора 
( q -осциллятора). Отметим, что отправными пунктами 
построения q -моделей осциллятора работ [14,15] 
являлись конечно-разностное обобщение метода 
факторизации. 

q -осциллятор описывается q -алгеброй с единицей, 
порождаемую тремя образующими генераторами q -

рождения +b , q -уничтожения −b  и оператором числа 
частиц N . Они подчиняются коммутационным 
соотношениям 
[ ] [ ] ,,,1, ±±−++−+− ±==−≡ bbNbqbbbbb q     (1) 
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где q  - вещественный параметр деформации. Все 
известные модели q -осциллятора связаны с q -
ортогональными полиномами. Например, волновые 
функции модели q -осциллятора рассмотренной в 

[20] выражаются через полиномы 1−q -Эрмита 

( )qxhn | . Эта модель реализована в искривленном 
пространстве. В данной работе мы хотим обсудить 
возможность применения к ее исследованию 
квантовой функции распределения Вигнера. 
Отметим, что построению представления Вигнера 
для релятивистской модели линейного 
гармонического осциллятора, описываемой 
конечно-разностным уравнением [21] посвящена 
работа [22]. Там же найдены функции Вигнера для 
стационарных состояний, состояний 
термодинамического равновесия и исследованы их 
нерелятивистские пределы. 

2. Функция распределения Вигнера ( )xpW nonrel ,  
волновой функции ψ  широко используется в 
нерелятивистской квантовой механике (см. например, 
[23] и литературу там). Она зависит от импульса p  и 
координаты x  и является квантовым аналогом 
классической статистической функции распределения 
( )xp,ρ  в фазовом пространстве: 

),(),(lim
0

xpxpW nonrel ρ=
→h

. Поэтому, вигнеровское 

представление квантовой механики можно использовать 
для вычисления квантовых поправок к классическим 
результатам (см. например, [24] и литературу там). 

Функцию Вигнера для стационарных состояний 
можно получить из волновых функций, как в 
координатном, так и в импульсном представлении 
известным преобразованием 
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Она позволяет вычислить квантовое среднее 

физической величины  ),( xpf ))
по формуле 

∫
∞

∞−

= dpdxxpWxpff nonrel
nn ),(),( , (4) 

где ),( xpf  - вейлевский символ 
оператора ),( xpf ))

. 
Приводим здесь явный вид функции Вигнера для 

стационарных состояний нерелятивистского 
линейного осциллятора [25]: 

( ) ( ) ( )22 221),(
22

ξη
π

ξη +
−

= +−
n

n
nonrel

n LexpW
h

,  (5) 

где hωη mp /=  и h/ωξ mx=  - 

безразмерные переменные, а )(xLn  - полиномы 
Лагерра. 

Равновесная функция распределения Вигнера 
нерелятивистской системы, находящегося в 

состоянии термодинамического равновесия при 
температуре T  определяется формулой [25-27]: 

∑
∞
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),(),(
n

nonrel
n

nonrel
n

nonrel xpWwxpW             (6) 

Коэффициенты nonrel
nw  этого разложения 

выражаются через энергетические спектры nonrel
nE  и 

статистической суммой )(βnonrelZ  системы: 

kTZew nonrelEnonrel
n

nonrel
n /1),(/ == − βββ .     (7) 

В случае нерелятивистского осциллятора, т.е. при 

( )2/sinh2/1)(
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nE
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ряд (6) просуммируется и для функции Вигнера 
приводит к выражению 

 

( ) ( ) ( )[ ]2/tanhexp2/tanh1),( 22 ωβξηωβ
π

hh
h

+−=xpW nonrel .   (8) 

 
3. В координатном x -представлении обсуждаемая 

модель q -осциллятора описывается конечно-
разностным гамильтонианом [20] 

)(cosh*)()( 2
0 xVhcmxVHH x +∂−≡+= , (9) 

где 0H  - свободный гамильтониан, )(xV  - 

потенциал взаимодействия, h  - шаг разностного 

дифференцирования, а 
mh

c h
=*  - «скорость света». 

Оператор импульса, соответствующий 0H , равен 

xhimcp ∂−= sinh*
)

. 

Операторы 0H  и p
)

 удовлетворяют 
«псевдорелятивистскому» соотношению 

42222
0 *)(*)( cmpcH =+

)
.  (10) 
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Их общая собственная функция есть плоская волна 
( ) ( )hixxp /exp, χη = , ∞<<∞− χ , т.е. 

( ) ( )
( ) ( ) .sin*,,,

,cos*)(,,, 2
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==

−==
)  

В данном случае операторы q -рождения и 
уничтожения имеют следующую явную реализацию 
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(11) 

где 
h2
ωλ m

= , 2)( xx λρ = , κλ −− == eeq h2

. 

Выразим гамильтониан (9) через операторы (11): 
[ ]( )2

1+= −+bbqH ωh ,                    (12) 

где число [ ]
q

qa
a

−
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1

1
 является q -аналогом числа 

a . Собственные функции H  имеют вид [20]: 
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а q -биномиальный коэффициент равен 
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Имеет место условие ортонормированности для 

волновых функций (13) 

( ) nmmn dxhxxx δλψψ =∫
∞

∞−

cosh)()(* .   (16) 

Уровни энергии для модели (12) имеют 
следующий вид 

[ ]( ) Kh ,2,1,0,2
1 =+= nnEn ω .       (17) 

Канонически-сопряженным к координате x  
является импульс p , принадлежащий одномерному 
пространству постоянной кривизны, реализованному 
в виде окружности 2222

0 *)(cmpp =+  в 

плоскости ),( 0 pp . 
Преобразование, связывающее координатные и 

импульсные волновые функции задается 
соотношением [20] (ср. с [21]) 
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Обратное к (18) преобразование имеет вид 
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где χdmc
p
dpmcd p **

0

==Ω  является 

инвариантным элементом объема в одномерном 
пространстве постоянной кривизны. 

Связь между преобразованиями (18) и (19) 
осуществляется с помощью свойств плоской волны 
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Импульсные волновые функции [20] 
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χ

χ sin*,|sin')(~ 4
2

2

mcpeqHcp nnn ==
−

, 
(20) 

выражаются через q -полиномы Эрмита 
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Нормировочные множители в (20) равны 
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4. Функцию Вигнера для волновых функций 

стационарных состояний q -осциллятора 

соответственно в координатном )(xnψ  и в 

импульсном )(~)( pnn ψχφ =  представлениях 
определим по аналогии с (2) и (3) в виде 
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Тогда пользуясь интегралом [28] 
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легко получить из (22) для функции Вигнера 
основного состояния )(0 xψ  q -осциллятора (12) 
следующее выражение 
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Для возбужденных состояний аналогичным 
образом получаем, что 
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Воспользовавшись теперь явным видом 

полиномов 1−q -Эрмита (14) и формулы (24) находим 

для ),( xpWqn  следующее представление 
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где hxia λχ 2+= . 

Функцию Вигнера (26) можно выразить через 
полиномы Уолла [29] 
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5. Чтобы построить равновесную функцию 

распределения Вигнера по формуле 
 

∑
∞

=

=
0

),(),(
n

n
q
nq xpWwxpW β ,        (28) 

 
аналогичной нерелятивистскому случаю (6), 
определим сначала временную зависимость волновых 
функций q -осциллятора (12). 

 
Напишем следующее нестационарное разностное 

уравнение Шредингера для q -осциллятора  
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оператор дифференцирования по времени tD
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Явная зависимость )(tnϕ  от t  определяется 

выбором вида tD
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т.е. волновые функции q -осциллятора зависят от t  
таким же образом, как и волновые функции 
нерелятивистского осциллятора (ср. с [30]). 

Поэтому будем предполагать, что и коэффициенты 
q
nw  в (28) совпадают с аналогичными 

коэффициентами для нерелятивистского осциллятора 
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Подставив (32) и (13) в (28), и изменив порядок 

суммирования и интегрирования получим 
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Используя в (33) известную билинейную 

производящую функцию [31] 
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и соотношение )2/cos(sin π−= xx  мы получим 
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где )(xeq  и )(xEq  являются q -экспоненциональ-
ными функциями вида  
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Интеграл в правой части (34) является хорошо 

известным интегралом Раманужана [32] 
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где 
22keq −= .  

Подставив (35) в (34) мы получим окончательное 
выражение для функции распределения Вигнера q -
осциллятора в состоянии термодинамического 
равновесия: 
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