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Ucolgiilii halgavari kvant ossilyator potensiali iigiin relyativistik sonlu-forq tonliyinin deqiq hallori tapilmigdir. Arasdirma
relyativistik kvant mexanikasinin sonlu-forq versiyasina asaslanir. Burada relyativistik konfiqurasiya r-fazasi anlayisi asas rol
oynayir. Gostorilmigdir ki, radial dalga funksiyalar1 va bucaq dalga funksiyalar1 uygun olaraq kasilmaz dual Hahn ¢oxhadlilori
va Yakobi goxhodlilarilo ifado olunur. Sistemin diskret enerji spektri tapilmis va gdstorilmisdir ki, radial dalga funksiyalari vo
enerji spektri dlizglin geyri-relyativistik limits malikdir.
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1. Giris an*

— 2 (2 =9
. o . VQ(T’ )=y (T +rzsin219)' 14 vz’ (1)
_ Kvant mexanikasinda (relyativistik vo qeyri-rel-  prada 5, g,q Uclcili adsiz miisbot parametrlordir.
yativistik) cox vaxt miiayyan potensial qiivva sahasinds  Hajgavari Kulon potensialr ilo relyativistik sonlu-forg
harokat edon zarraciyin enerji saviyyslorinin vo dalga dalga tonliyinin dagig halli [30]-da tapilmigdir.
funksiyalarmin tapilmasi ilo bagh problemlor yaranir Bu isin mogsadi dagig holl oluna bilan geyri-
[1-3]. Qeyri-relyativistik kvant mexanikasmnmn osas ho-  yelyativistik Quesne halqavari ossilyator potensialini

rokat tonliyi Sredinger tonliyidir. O, molekulyar fizika- (1.1) relyativistik sonlu-farq kvant mexanikasi halina
da, atom va niive fizikasinda, kvant kimyasinda agagi iimumilasdirmokdir.

enerjilords bas veran fiziki hadisalori tasvir edir [1,2].
Yuksak enerjilords bas veran fiziki hadisalorin tasviri = 5 gon14 farq relyativistik kvant mexanikasi
relyativistik dalga tenliklorina asaslanmalidir [2,3].

Qarsiligh tesir potensiali zarracik-antizorracik citlorini Relyativistik kvant mexanikasinin sonlu-forg ver-
yaratmaq Ugiin kifayot deyilse, biz Kleyn-Qordon ton-  gjvaqinda osas konsepsiya ticolcilii relyativistik konfi-

liyini spini sifir olan zaracik tiglin totbiq eds bilarik vo ¢ /rasiva r-fozasi anlavisidir. Uvsun kanonik gosma
. Lo T 2 . q Yy y1$ yg qo$
Dirak tonliyini spini 12 olan zarracik Ugln tatbig eds impuls p-fozast, kiitls hiperboloidinin

bilorik. Qeyd edok ki, Kleyn-Qordon tanliyi vo Dirak
tonliyi relyativistik kvant mexanikasinda zarraciklorin pg — p2 =m?c?, Do >0 (2.1)

dinamikasinin tasviri Gglin an ¢ox istifado olunan ton- ; - A [

. . . yuxart tobagesinds hoyata kegirilon tcolcili Loba-
IlklerQIr. On,u da qud, quk ki, bundan glaVQ, magalo- cevski fozasidir. Hom r, hom do p fozalar1 bir-biri ilo
lordo islonmis relyativistik kvant mexanikasinin sonlu- relyativistik Furye cevrilmasi ilo olagodardir

forq varianti da movcuddur (bax [4-13] vo oradaki L

istinadlar). - _
Miixtalif markazi vo qeyri-markazi (va ya halga- ¥ (2mh)3/2 [¢@ P, @2

vari) potensiallardan istifads edilon bir cox mogalalords dp

hom qeyri-relyativistik (masalon, [14-25]), hom do rel- .. P ]

yativistik (masalon, [26-32]) bagli hallarin vo sopilmo  relyativistik {icolciili hacm elementi vo $(p,r)

hallarmin problemlori Gyronilir. Xiisusilo qeyd etmok ~ funksiyasi relyativistik mistovi dalgalardur.

burada dQ, =mc Lobacevski impuls fazasinda

lazimdir ki, qeyri-morkazi vo ya halgavari potensiallar £(p,r) = (PO—P“)—l—ir/)l 2.3)
nozari fizikanin miixtslif sahslorinds, masslan, nive vo P, mce ' '
atom fizikasinda, molekulyar fizikada, hamginin kvant Burada r=rn, 0<7 < oo, n=

kimyasmda genis istifado oilurllunr. Belg pOtenS_ia_IIardan (sin9cose, sindsine, cos9) radius vektor iizra yonal-
kvant kimyasinda benzol kimi {izvi halqasokilli mole-  1is vahid vektor, 1 = h/ (mc) ise zorraciyin Kompton
kullarin xassalarini tasvir etmok lciin, niivs fizikasinda dalga uzunlugudur. Relyativistik miistovi dalgalar (2.3)

iso deformasiya}_/a ugramis niivenin qarsiliqli tasirini sonlu-farq sarbast Sredinger tanliyin tabedir
Oyronmok Ugun istifado olunur. Qeyd etmak lazimdir

ki, Quesne nosr olunmus [15] isindo yeni halgavari (Hy —Ep)é(p, 1) =0. E, =cpy, (24)
ossilyator potensialini taqdim edir. Quesne potensialt

L burada sonlu-farg operatoru
asagidaki kimi musyyon edilir >rq op
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Hy = myc [cosh(l/w ) + L—smh(ular) +o— cr)z e"’wr]. (2.5)
sorbast Hamiltonian vo L* = —h2Ay ,, bucaq momenti operatorunun kvadratidur.
12 = —h? | ——0,(sin 0 05) + —5 03| 2.6)

(2.4) tonliyindon Relyativistik konfiqurasiya r -fo- ! burada f(99) funksiyasi potensialin halqavari tobiatini
zasinda iki skalyar zarraciyin qarsiliqli tesir potensiali  tayin edir vo asagidaki soklo malikdir [15]
V(r) olan sahods nisbi harokstinin dalga funksiyasi

Ucuin tonliyi (2.4) tonliyindan alds etmoak olar. Bu tanlik a cos? 9+p cos 19+y

asagidaki soklo malikdir f@) = sinZ 9 (32)
[Hy + V(D) (r) = Ey(r) (2.7 Buradaa,f ve y misbot parametrlordir. (3.1) potensi-
al diizglin geyri-relyativistik limito malikdir
Qeyri-relyativistik limitdo f( )
lim V(r) = —moa)zrz +==. (33
lim &(p,r) = eiP/h (2.8) e
Cc—00
aliriq. (3.1) operatoru asagidaki skalyar hasilo gors ermitdir
3. Sonlu-fargli relyativistik halgavari ossilyator W1, P,) = [Pi(r) P (r)dr, (3.4)
modeli
Co . yani (V i1, ¥,) = (Y1, Vih,). Burada i, (r) vo i, (1)
Indi biz potensialt funksiyalar1 biitiin téromoalori ilo birlikde r = 0 vo
r = oo ndqtalorinds sifira gevirilir.
V(r) = [% mow?(r +i1)? + L‘j)]eilar (3.1) Biz potensiah (3.1) va (3.2) olan (2.7) tonliyinin
" hollini tapmagq istoyirik. Bunun tiglin (r) = %R(r) to-
olan sonlu-forq relyativistik halqavari ossilyator yin edarak R(r) dalga funksiyasi iigiin agagidaki tonliyi
modelini nazardan kegirak, alds edirik:

|
oAy +( Myw?r® _I_f(ﬁ)) i20r _EIR(r) =0, (35)

[mgc? cosh(iAd,) +

2mor@ (2

burada r® = r(r + id) Umumilesmis qiivvatdir. Bu tenlik doyisonlorin ayrilmasina imkan verir. (3.5) tonliyinin
Hamiltonian L, = —ihd,, operatoru ilo kommutasiya etdiyi iigiin dalga funksiyasmi asagidaki formada axtara
bilorik

R(r) = R(r)F(ﬁ)%eim‘P, (3.6)

burada m = 0, £1, +2, ... magnit kvant adadir. (3.6) avazlomosinin (3.5)-ds yerino yazilmasi sonlu-farq va ikitor-
tibli diferensial tonliklor toplusuna gotirib gixarir

. 1 A i
[cosh(id,) + (;wip® + m)elap —¢]R(p) =0, 3.7)

[05 + ctgddy — o — 22 £(9) + AIF (9) = O, (38)

n4dy
burada p = r/A 6lgisiiz dayisondir, A ayrilma sabitidir vo p® = p(p + i). A parametrinin giymati (3.8) bucag
tonliyindon miiayyon edilocok. Bundan slave, biz asagidaki isarolori daxil etdik: w, = hw/myc?, € = E /myc?.
Aydindir ki, f(9) = 0, oldugda, A = I(l + 1) olur.

4. Bucaq tanliyinin halli

Bucaqdan asili (3.8) tonliyinin [30] hallarini tadqiq edirik, burada £ (9) (3.2)-ds verilmisdir. Yeni x = cosd
doyigoni daxil etmaklo F(9) = F(x) funksiyas ligiin asagidaki tonliyi olds edirik:
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2x Co—C1X—Cpx?

harada
C0=A—m2—%]/, CIZ%ﬂ, C2=A+%a. (4.2)

(4.1) tonliyinin hallini [29] formasinda axtaririq

FG) = oy, o) =(1-x41+x)" (4.3)

burada ¢(x) funksiyasi F(x) bucaq dalga funksiyasmin ¢aki hissasi, y(x) iss onun ¢oxhadli hissasidir. F(x)-in
x = 11 noqgtalorinds sonluluq sartindon bels ¢ixir ki, A vo B parametrlori A = 0, B = 0 baraborsizliklarini 6ds-
molidir. Onda y(x) funksiyasi tigiin agsagidaki tonliyi aliriq

26+2(s+1)x
1-x2

2
y' () + Ty () = 0. 4

y"'(x)

Buradad = A — B, s = A+ B vo homginin asagidaki isaralomodon istifads edirik

Y, = —C, + 5+ 52,
Y1 = —¢; + 265,
Yo = Co — S + 62, (4.5)

Indi A vo B parametrlorini elo segok Ki, y,x% + y1x + yo = A(1 — x2) miinasibati 6donilsin, yoniy, = =4, y, =
0, yo = A olsun, burada A = const. Bu barabarliklordon A, B vo A parametrlorini tapiriq:

A=%1/c2+c1—c0=%\/m2+%(a+ﬁ+y), (4.6)

1 1 2
B=lye ==t [+ @ p ), @)

A=c,—A—B—(A+B)- (4.8)
(4.6) Vo (4.7) boraborliklorindon ¢ixir ki, & + y = |B]. indi, (4.4) tonliyi asagidaki formani alir
(1—x2)y"(x) —2[(A—B)+ (A+ B + Dx]y'(x) + Ay(x) = 0. (4.9)
Onun y(x) = Pk(a’ﬁ) (x), k = 0,1,2, ... [33] Yakobi coxhodlisinin
1-x)y" ) +B-a—(@+f+2)x]y(x)+k(k+a+pF+1)ykx) =0,
tanliyi ilo miigayisasindon aliriq @a=2A8=2B (4.10)

VAl

A=A, =k(k+2A+ 2B +1). (4.12)

Belaliklo, bela naticaya galirik ki, (4.9) tonliyinin y(x) = y, (cos9) halli Yakobi coxhadlilari vasitasils ifado
edilir, yoni

Vi (cos9) = Pk(ZA’ZB)(cosB). (4.12)

Indi tam bucaq dalga funksiyasinm 9 bucagi ilo ifadesini yaza bilorik
Fiem (€0s9) = Cppn (1 — cos9)4(1 + cos9)B P,§2A’2B)(cosﬁ). (4.13)
Normallama sabiti Cy,,, ortonormalliq sortindon tapilir
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foﬂ Fiem (c0s9) F,r,,, (cos9) sindd9 = &, (4.14)
Vo agagidaki ifadoys barabordir

Cop = Z_A_B\/(k+A+B+1/2)k!F(k+2A+2B+1) (4.15)

I'(k+2A+ 1T (k+2B+1)

Indi vurgulayaq ki, A kemiyyati ticiin iki (4.8) vo (4.11) disturlarindan biz ayirma parametri A = A, Ucln
agagidaki kvantlanmig ifadoni

Ak=k(k+2A+23+1)+A+B+(A+B)2—2%a (4.163)
Vo yaxud

Ay = k(k+m2+2my(a+ B +7v)/h2 +ym?2 + 2mo(a — B +y)/R2 + 1) +
%(\/m2 +2my(a+ B +vy)/h% + \/mz + 2my(a — B +y)/h2) +

i(\/m2 +2my(a+ B +vy)/h% + \/mz + 2my(a — B +v)/h? )2 —%a. (4.16b)

tapiriq. Asanligqla gérmok olar ki, f(9) = 0 olduqda A, = A; = I(I + 1) olur, burada [ = k + m -dir.
5. Radial tanliyin halli

Indi (3.7) tonliyinin hallorini alag. (3.7) tenliyini hall etmok tigiin biz [11] kimi R(p)-i bels segirik

R(p) = (=p) oM, (p)Q(p). (5.1)
Burada
. r -1 i .
pH) = jH %, M, (p) = wy T(vy + ip) (5.2)

vuruqlar1 R(p)-nin mivafiq olarag p = 0 vo p = oo nogtelorindoki asimptotik davranigini tayin edir va

1 1 2
'uk:E-}_E\/l-l_w_g(l_ 1—4G)§Ak),

vk=1+1J1+—22(1+ 1 —4wZhy ) (5.3)
2 2 w§
real parametrlordir. Bundan bels ¢ixir Ki,
Ay < (m""'z)z 5.4
k> \Se (5.4)

Bu sort k “orbital” kvant adadinin giymatlarina yuxaridan mehdudiyyst qoyur.
Q(p) funksiyasi asagidaki sonlu-farg tonliyini 6doyir:

[ + ip) (Vi + ip)e ™% — (. — ip) vy — ip)e™Pr]Q(p) = Zwioipﬂ(p)- (5.5)
Bu tonliyi y(x) = S,,(x?; a, b, ¢) kesilmoz dual Hahn goxhadlilarinin ¢ = 1/2 oldugda [31]
[(a + ix)(b + ix)e %% — (a — ix)(b — ix)e*|y(x) = (2a + 2b + 4n)ixy(x) . (5.6)

tonliyi ilo mlgayiss edok. Migayisadon aliriq ki, @ = pg, b = vy, € = wo(2n + py + v4), buradan = 0,1,2,...
radial kvant adadidir. Naticads aliriq

Ele = h(l)(zn + Ui + Vk). (57)
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Bu, baxdigimiz Ugdlgulu sonlu-forg relyativistik halgavari ossilyator modelinin enerji soaviyyslori ¢lin
kvantlanma qaydasini verir. Belosliklo, (5.5) sonlu-forg tonliyinin ¢oxhadli halli davaml ikili Hahn polinomlari
vasitosilo ifado edilir:

) = Quc(p) = Su(p? e Vi) 8)

Qeyd edok ki, kasilmaz dual Hahn goxhadlilarilo [32] slagasini musyyon edir

2. _ _ —na+ix a—ix
Sa(@%a,b,0) = (a+ bala+ = R 5 75T 69)
Kasilmoz dual Hahn goxhadlilori asagidaki ortoqonalliq sartini 6doyir [31]
1 (*(a+ ix)['(b+ ix)[(c + ix)|*
— S.(x*:a,b,c)S,,(x%* a,b,c)dx =
21 ), ['(2ix) n( )Sm( )
=T(n+a+b)I(n+a+c)f(n+ b+ c)n! 6,y (5.10)
Indi (5.7) enerji saviyyalorino uygun (5.1) R(p) radial dalga funksiyalar iiciin ifado yaza bilorik
1
Rnk(p) = an(_P)(M")ka(P)Sn(PZi#k'Vk'g)- (5.11)
(5.11) funksiyast tiglin ortoqonalliq sarti (5.10) sartindon asanligla alinir
Jy Ruk(@)Rmi(p)dp = Spm, (5.12)

Buradan normallama sabiti ti¢iin asagidaki ifadoni alirq:

Cor = 22T + g + vidT(n + iy + 1/2DT(n + vy, + 1/2)]7Y2 . (5.13)

Belsliklo, tam dalga funksiyasi formast:

1, ry N2 1
l/)nkm(r) = CnkCrm ; (_ /_1) ka (p)Sn ((/_1) y Uiy Vies E) X

X (1 — cos9)4(1 + cos9)? P,((ZA‘ZB) (cos9) \/%eimq) _ (5.14)

6. Qeyri-relativistik limit hal IIimitde ¢ = oo geyri-relyativistik  halgagokilli
ossilyatorun uygun diisturlarina kegir. Bunun {igiin
asagidaki limit vo asimptotik minasibatlori nazars
almagq kifayatdir [11]:

Asanligqla gostarmak olar ki, enerji spektri G¢lin (5.7)
disturu va relyativistik halgagsokilli ossilyatorun radial
dalga funksiyasi iiciin (5.11) disturu diizgiin qeyri-
relyativistik limito malikdir, yoni qeyri—relyativistik|

lim g, =< +-/T+ 40, = a, Cli_)rg(vk—wio)zl (6.1)

c—00 2 2’
limA#e (—p)(H0 = (—1)%, lim M, (p) = V2T exp(—In—— ——22r2),  (62)
c—00 c—0o wo [0 [0 2

lim w—g.S'n (pz; Uie» vk,%) = 272 ()2r2), (6.3)

c—oo n!

Burada 1y = y/mow/h vo L%(z) imumilomis Lager lrelyativistikkvant mexanikasinin deqiq hall oluna bilon

coxhadliloridir [32]. problemlarinin relyativistik imumilosmasini tolob edir.
Bu isdo halgavari ossilyator potensiali {glin
7. Natica relyativistik sonlu-forq dalga tonliyinin dagiqg hellorini

tapdig. Bu tanliyin radial hissasini va bucaq hissasini
Sonlu-forq relyativistik kvant mexanikasinin fiziki ~ funksional Gsulla hall etdik. Gostardik ki, radial dalga
problemlorin  boyilk bir sinfino totbigi geyri-  funksiyas1 kasilmaz dual Hahn goxhadlilari ils, bucaq
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dalga

funksiyas1 iso Yakobi c¢oxhadlilori ilo ifado

olunur. Biz homginin gostordik ki, baxilan modelin
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EXACT SOLUTION OF THE RELATIVISTIC FINITE-DIFFERENCE EQUATION
FOR THE RING-SHAPED OSCILLATOR POTENTIAL

We solve exactly the relativistic finite-difference equation for the quantum three-dimensional ring-shaped oscillator
potential. Our investigation is based on a finite-difference version of relativistic quantum mechanics. So-called relativistic
configurational r-space is a key concept here. We show that the radial wavefunctions and angular wavefunctions are expressed
through the continuous dual Hahn polynomials and Jacobi polynomials, respectively. A discrete energy spectrum has been
found. The radial wave functions and energy spectrum have the correct nonrelativistic limit.
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