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Üçölçülü halqavari kvant ossilyator potensialı üçün relyativistik sonlu-fərq tənliyinin dəqiq həlləri tapılmıçdır. Araşdırma 
relyativistik kvant mexanikasının sonlu-fərq versiyasına əsaslanır. Burada relyativistik konfiqurasiya r-fəzası anlayışı əsas rol 
oynayır. Göstərilmişdir ki, radial dalğa funksiyaları və bucaq dalğa funksiyaları uyğun olaraq kəsilməz dual Hahn çoxhədliləri 
və Yakobi çoxhədlilərilə ifadə olunur. Sistemin diskret enerji spektri tapılmış və göstərilmişdir ki, radial dalğa funksiyaları və 
enerji spektri düzgün qeyri-relyativistik limitə malikdir. 
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1. Giriş 
 

Kvant mexanikasında (relyativistik və qeyri-rel-
yativistik) çox vaxt müəyyən potensial qüvvə sahəsində 
hərəkət edən zərrəciyin enerji səviyyələrinin və dalğa 
funksiyalarının tapılması ilə bağlı problemlər yaranır 
[1-3]. Qeyri-relyativistik kvant mexanikasının əsas hə-
rəkət tənliyi Şredinger tənliyidir. O, molekulyar fizika-
da, atom və nüvə fizikasında, kvant kimyasında aşağı 
enerjilərdə baş verən fiziki hadisələri təsvir edir [1,2]. 
Yüksək enerjilərdə baş verən fiziki hadisələrin təsviri 
relyativistik dalğa tənliklərinə əsaslanmalıdır [2,3]. 
Qarşılıqlı təsir potensialı zərrəcik-antizərrəcik cütlərini 
yaratmaq üçün kifayət deyilsə, biz Kleyn-Qordon tən-
liyini spini sıfır olan zərəcik üçün tətbiq edə bilərik və 
Dirak tənliyini spini 1⁄2 olan zərrəcik üçün tətbiq edə 
bilərik. Qeyd edək ki, Kleyn-Qordon tənliyi və Dirak 
tənliyi relyativistik kvant mexanikasında zərrəciklərin 
dinamikasının təsviri üçün ən çox istifadə olunan tən-
liklərdir. Onu da qeyd edək ki, bundan əlavə, məqalə-
lərdə işlənmiş relyativistik kvant mexanikasının sonlu-
fərq variantı da mövcuddur (bax [4-13] və oradakı 
istinadlar). 

Müxtəlif mərkəzi və qeyri-mərkəzi (və ya halqa-
vari) potensiallardan istifadə edilən bir çox məqalələrdə 
həm qeyri-relyativistik (məsələn, [14-25]), həm də rel-
yativistik (məsələn, [26-32]) bağlı halların və səpilmə 
hallarının problemləri öyrənilir. Xüsusilə qeyd etmək 
lazımdır ki, qeyri-mərkəzi və ya halqavari potensiallar 
nəzəri fizikanın müxtəlif sahələrində, məsələn, nüvə və 
atom fizikasında, molekulyar fizikada, həmçinin kvant 
kimyasında geniş istifadə olunur. Belə potensiallardan 
kvant kimyasında benzol kimi üzvi halqaşəkilli mole-
kulların xassələrini təsvir etmək üçün, nüvə fizikasında 
isə deformasiyaya uğramış nüvənin qarşılıqlı təsirini 
öyrənmək üçün istifadə olunur. Qeyd etmək lazımdır 
ki, Quesne nəşr olunmuş [15] işində yeni halqavari 
ossilyator potensialını təqdim edir. Quesne potensialı 
aşağıdakı kimi müəyyən edilir  

𝑉𝑉𝑄𝑄(𝑟𝑟,𝜗𝜗) = 𝛾𝛾2 �𝑟𝑟2 + 𝑞𝑞𝜂𝜂4

𝑟𝑟2sin2𝜗𝜗
�,  𝛾𝛾 = 𝜎𝜎

𝜂𝜂√2
 ,  (1.1) 

                

burada 𝜂𝜂,𝜎𝜎, 𝑞𝑞  üçölçülü adsız müsbət parametrlərdir. 
Halqavari Kulon potensialı ilə relyativistik sonlu-fərq 
dalğa tənliyinin dəqiq həlli [30]-da tapılmışdır. 

Bu işin məqsədi dəqiq həll oluna bilən qeyri-
relyativistik Quesne halqavari ossilyator potensialını 
(1.1) relyativistik sonlu-fərq kvant mexanikası halına 
ümumiləşdirməkdir. 
 
2. Sonlu fərq relyativistik kvant mexanikası 
     

Relyativistik kvant mexanikasının sonlu-fərq ver-
siyasında əsas konsepsiya üçölçülü relyativistik konfi-
qurasiya 𝐫𝐫-fəzası anlayışıdır. Uyğun kanonik qoşma 
impuls 𝐩𝐩-fəzası, kütlə hiperboloidinin  
 

             𝑝𝑝02 − 𝐩𝐩2 = 𝑚𝑚2𝑐𝑐2,  𝑝𝑝0 > 0          (2.1) 
 

yuxarı təbəqəsində həyata keçirilən üçölçülü Loba-
çevski fəzasıdır. Həm 𝐫𝐫, həm də 𝐩𝐩 fəzaları bir-biri ilə 
relyativistik Furye çevrilməsi ilə əlaqədardır 
 

  𝜓𝜓(𝐫𝐫) = 1
(2𝜋𝜋ℏ)3 2⁄ ∫ 𝜉𝜉(𝐩𝐩, 𝐫𝐫)𝜓𝜓(𝐩𝐩)𝑑𝑑Ω𝐩𝐩,    (2.2) 

 

burada 𝑑𝑑Ω𝐩𝐩 = 𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑑𝑑𝐩𝐩
𝑝𝑝0

  Lobaçevski impuls fəzasında 
relyativistik üçölçülü həcm elementi və 𝜉𝜉(𝐩𝐩, 𝐫𝐫) 
funksiyası relyativistik müstəvi dalğalardır. 
 

𝜉𝜉(𝐩𝐩, 𝐫𝐫) = (𝑝𝑝𝟎𝟎−𝐩𝐩𝐩𝐩
𝑚𝑚𝑚𝑚

)−1−𝑖𝑖𝑖𝑖/𝜆𝜆.        (2.3) 
 

Burada 𝐫𝐫 = 𝑟𝑟𝐧𝐧, 0 ≤ 𝑟𝑟 < ∞, 𝐧𝐧 =
(sinϑcosφ, sinϑsinφ, cosϑ) radius vektor üzrə yönəl-
miş vahid vektor, 𝜆𝜆 = ℏ (𝑚𝑚𝑚𝑚)⁄  isə zərrəciyin Kompton 
dalğa uzunluğudur. Relyativistik müstəvi dalğalar (2.3) 
sonlu-fərq sərbəst Şredinger tənliyinə tabedir 

 

(𝐻𝐻0 − 𝐸𝐸𝑝𝑝)𝜉𝜉(𝐩𝐩, 𝐫𝐫) = 0.  𝐸𝐸𝑝𝑝 = 𝑐𝑐𝑝𝑝0 ,    (2.4) 
 

burada sonlu-fərq operatoru 
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𝐻𝐻0 = 𝑚𝑚0𝑐𝑐2 �cosh(𝑖𝑖𝑖𝑖𝜕𝜕𝑟𝑟) + 𝑖𝑖 𝜆𝜆
𝑟𝑟

sinh(𝑖𝑖𝑖𝑖𝜕𝜕𝑟𝑟) + 𝐋𝐋𝟐𝟐

2(𝑚𝑚0𝑐𝑐𝑐𝑐)2
𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝜕𝜕𝑟𝑟�.  (2.5) 

 
sərbəst Hamiltonian və 𝐋𝐋𝟐𝟐 = −ℏ𝟐𝟐𝚫𝚫𝝑𝝑,𝝋𝝋 bucaq momenti operatorunun kvadratıdır. 
 

𝐋𝐋𝟐𝟐 = −ℏ2 � 1
sin𝜗𝜗

𝜕𝜕𝜗𝜗(sin𝜗𝜗 𝜕𝜕𝜗𝜗) + 1
sin2 𝜗𝜗

𝜕𝜕𝜑𝜑2�.      (2.6) 
 

      (2.4) tənliyindən Relyativistik konfiqurasiya 𝐫𝐫 -fə-
zasında iki skalyar zərrəciyin qarşılıqlı təsir potensialı 
𝑉𝑉(𝐫𝐫) olan sahədə nisbi hərəkətinin dalğa funksiyası 
üçün tənliyi (2.4) tənliyindən əldə etmək olar. Bu tənlik 
aşağıdakı şəklə malikdir 
 

[𝐻𝐻0 + 𝑉𝑉(𝐫𝐫)]𝜓𝜓(𝐫𝐫) = 𝑬𝑬𝜓𝜓(𝐫𝐫)          (2.7) 
 

Qeyri-relyativistik limitdə 
 

lim
𝑐𝑐→∞

𝜉𝜉(𝐩𝐩, 𝐫𝐫) = e𝒊𝒊𝐩𝐩𝐩𝐩/ℏ                (2.8) 
alırıq. 
 
3. Sonlu-fərqli relyativistik halqavari ossilyator  
    modeli 
 

İndi biz potensialı  
 

𝑉𝑉(𝐫𝐫) = [1
2
𝑚𝑚0𝜔𝜔2(𝑟𝑟 + 𝑖𝑖𝑖𝑖)2 + 𝑓𝑓(𝜗𝜗)

𝑟𝑟2
]𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝜕𝜕𝑟𝑟     (3.1) 

 
olan sonlu-fərq relyativistik halqavari ossilyator 
modelini nəzərdən keçirək, 

burada 𝑓𝑓(𝜗𝜗) funksiyası potensialın halqavari təbiətini 
təyin edir və aşağıdakı şəklə malikdir [15] 
 

𝑓𝑓(𝜗𝜗) = 𝛼𝛼 cos2 𝜗𝜗+𝛽𝛽 cos𝜗𝜗+𝛾𝛾
sin2 𝜗𝜗

.  (3.2) 
 

Burada 𝛼𝛼,𝛽𝛽 və  𝛾𝛾 müsbət parametrlərdir. (3.1) potensi-
alı düzgün qeyri-relyativistik limitə malikdir 
 

lim
𝑐𝑐→∞

𝑉𝑉(𝐫𝐫) = 1
2
𝑚𝑚0𝜔𝜔2𝑟𝑟2 + 𝑓𝑓(𝜗𝜗)

𝑟𝑟2
 .       (3.3) 

 
(3.1) operatoru aşağıdakı skalyar hasilə görə ermitdir 
 

(𝜓𝜓1,𝜓𝜓2)  =  ∫𝜓𝜓1∗(𝐫𝐫) 𝜓𝜓2(𝐫𝐫)𝑑𝑑𝐫𝐫 ,           (3.4) 
 

yəni (𝑉𝑉 𝜓𝜓1,𝜓𝜓2)  =  (𝜓𝜓1,𝑉𝑉𝑉𝑉2). Burada 𝜓𝜓1(𝐫𝐫) və 𝜓𝜓2(𝐫𝐫) 
funksiyaları bütün törəmələri ilə birlikdə 𝑟𝑟 =  0 və 
𝑟𝑟 =  ∞ nöqtələrində sıfıra çevirilir. 

Biz potensialı (3.1) və (3.2) olan (2.7) tənliyinin 
həllini tapmaq istəyirik. Bunun üçün 𝜓𝜓(𝐫𝐫) = 1

𝑟𝑟
𝑅𝑅(𝐫𝐫) tə-

yin edərək 𝑅𝑅(𝐫𝐫) dalğa funksiyası üçün aşağıdakı tənliyi 
əldə edirik: 

 

[𝑚𝑚0𝑐𝑐2 cosh(𝑖𝑖𝑖𝑖𝜕𝜕𝑟𝑟) + 𝐋𝐋𝟐𝟐

2𝑚𝑚0𝑟𝑟(2) 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝜕𝜕𝑟𝑟 + �1
2
𝑚𝑚0𝜔𝜔2𝑟𝑟(2) + 𝑓𝑓(𝜗𝜗)

𝑟𝑟(2) � 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝜕𝜕𝑟𝑟 − 𝐸𝐸]𝑅𝑅(𝐫𝐫) = 0, (3.5) 

 
burada 𝑟𝑟(2) = 𝑟𝑟(𝑟𝑟 + 𝑖𝑖𝑖𝑖) ümumiləşmiş qüvvətdir. Bu tənlik dəyişənlərin ayrılmasına imkan verir. (3.5) tənliyinin 
Hamiltonianı 𝐿𝐿�𝑧𝑧 = −𝑖𝑖ℏ𝜕𝜕𝜑𝜑 operatoru ilə kommutasiya etdiyi üçün dalğa funksiyasını aşağıdakı formada axtara 
bilərik 

𝑅𝑅(𝐫𝐫) = 𝑅𝑅(𝑟𝑟)𝐹𝐹(𝜗𝜗) 1
√2𝜋𝜋

𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,                                          (3.6) 

 
burada 𝑚𝑚 = 0, ±1, ±2, … maqnit kvant ədədir. (3.6) əvəzləməsinin (3.5)-də yerinə yazılması sonlu-fərq və ikitər-
tibli diferensial tənliklər toplusuna gətirib çıxarır 
 

[cosh�𝑖𝑖𝜕𝜕𝜌𝜌� + ( 1
2
𝜔𝜔0
2𝜌𝜌(2) + Λ

2𝜌𝜌(2))𝑒𝑒𝑖𝑖𝜕𝜕𝜌𝜌 − 𝜀𝜀]𝑅𝑅(𝜌𝜌) = 0,                        (3.7) 

 
[𝜕𝜕𝜗𝜗2 + ctgϑ𝜕𝜕𝜗𝜗 −

𝑚𝑚2

sin2𝜗𝜗
− 2𝑚𝑚0

ℏ2
𝑓𝑓(𝜗𝜗) + Λ]𝐹𝐹(𝜗𝜗) = 0,                           (3.8) 

 
burada 𝜌𝜌 = 𝑟𝑟 𝜆𝜆⁄  ölçüsüz dəyişəndir, Λ ayrılma sabitidir və 𝜌𝜌(2) = 𝜌𝜌(𝜌𝜌 + 𝑖𝑖). 𝛬𝛬 parametrinin qiyməti (3.8) bucaq 
tənliyindən müəyyən ediləcək. Bundan əlavə, biz aşağıdakı işarələri daxil etdik: 𝜔𝜔0 = ℏ𝜔𝜔 𝑚𝑚0𝑐𝑐2⁄ , 𝜀𝜀 = 𝐸𝐸 𝑚𝑚0𝑐𝑐2⁄ . 
Aydındır ki, 𝑓𝑓(𝜗𝜗) = 0, olduqda, Λ =  𝑙𝑙(𝑙𝑙 +  1) olur. 
 
4. Bucaq tənliyinin həlli 
 
        Bucaqdan asılı (3.8) tənliyinin [30] həllərini tədqiq edirik, burada 𝑓𝑓(𝜗𝜗) (3.2)-də verilmişdir. Yeni 𝑥𝑥 =  cos 𝜗𝜗 
dəyişəni daxil etməklə 𝐹𝐹(𝜗𝜗) ≡ 𝐹𝐹(𝑥𝑥) funksiyası üçün aşağıdakı tənliyi əldə edirik: 
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[𝜕𝜕𝑥𝑥2 −
2𝑥𝑥

1−𝑥𝑥2
𝜕𝜕𝑥𝑥 + 𝑐𝑐0−𝑐𝑐1𝑥𝑥−𝑐𝑐2𝑥𝑥2

(1−𝑥𝑥2)2
]𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 0,                                   (4.1) 

harada  
𝑐𝑐0 = Λ −𝑚𝑚2 − 2𝑚𝑚0

ℏ2
𝛾𝛾,  𝑐𝑐1 = 2𝑚𝑚0

ℏ2
𝛽𝛽,  𝑐𝑐2 = Λ + 2𝑚𝑚0

ℏ2
𝛼𝛼.                       (4.2) 

 
(4.1) tənliyinin həllini [29] formasında axtarırıq 
 

𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝜑𝜑(𝑥𝑥)𝑦𝑦(𝑥𝑥),   𝜑𝜑(𝑥𝑥) = (1 − 𝑥𝑥)𝐴𝐴(1 + 𝑥𝑥)𝐵𝐵,                            (4.3) 
 

burada 𝜑𝜑(𝑥𝑥) funksiyası 𝐹𝐹(𝑥𝑥) bucaq dalğa funksiyasının çəki hissəsi, 𝑦𝑦(𝑥𝑥) isə onun çoxhədli hissəsidir. 𝐹𝐹(𝑥𝑥)-in 
𝑥𝑥 = ±1 nöqtələrində sonluluq şərtindən belə çıxır ki, A və B parametrləri 𝐴𝐴 ≥ 0, 𝐵𝐵 ≥ 0 bərabərsizliklərini ödə-
məlidir. Onda 𝑦𝑦(𝑥𝑥) funksiyası üçün aşağıdakı tənliyi alırıq 
 

𝑦𝑦′′(𝑥𝑥) − 2𝛿𝛿+2(𝑠𝑠+1)𝑥𝑥
1−𝑥𝑥2

𝑦𝑦′(𝑥𝑥) + 𝛾𝛾2𝑥𝑥2+𝛾𝛾1𝑥𝑥+𝛾𝛾0
(1−𝑥𝑥2)2

𝑦𝑦(𝑥𝑥) = 0.                    (4.4) 

 
Burada 𝛿𝛿 = 𝐴𝐴 − 𝐵𝐵,  𝑠𝑠 = 𝐴𝐴 + 𝐵𝐵  və həmçinin aşağıdakı işarələmədən istifadə edirik 
 

   𝛾𝛾2 = −с2 + 𝑠𝑠 + 𝑠𝑠2, 
𝛾𝛾1 = −с1 + 2𝛿𝛿𝛿𝛿, 

                                                 𝛾𝛾0 = с0 − 𝑠𝑠 + 𝛿𝛿2.                                             (4.5) 
 

İndi A və B parametrlərini elə seçək ki, 𝛾𝛾2𝑥𝑥2 + 𝛾𝛾1𝑥𝑥 + 𝛾𝛾0 = 𝜆𝜆(1 − 𝑥𝑥2) münasibəti ödənilsin, yəni 𝛾𝛾2 = −𝜆𝜆, 𝛾𝛾1 =
0, 𝛾𝛾0 = 𝜆𝜆 olsun, burada 𝜆𝜆 = const.  Bu bərabərliklərdən A, B və 𝜆𝜆  parametrlərini tapırıq:  
 

𝐴𝐴 = 1
2�с2 + с1 − с0 = 1

2
�𝑚𝑚2 + 2𝑚𝑚0

ℏ2
(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾),                      (4.6) 

 

    𝐵𝐵 = 1
2�с2 − с1 − с0 = 1

2
�𝑚𝑚2 + 2𝑚𝑚0

ℏ2
(𝛼𝛼 − 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾) ,                     (4.7) 

 
𝜆𝜆 = с2 − 𝐴𝐴 − 𝐵𝐵 − (𝐴𝐴 + 𝐵𝐵)2.                                                         (4.8) 

 
(4.6) və (4.7) bərabərliklərindən çıxır ki, 𝛼𝛼 + 𝛾𝛾 ≥ |𝛽𝛽|. İndi, (4.4) tənliyi aşağıdakı formanı alır 

 
(1 − 𝑥𝑥2)𝑦𝑦′′(𝑥𝑥) − 2[(𝐴𝐴 − 𝐵𝐵) + (𝐴𝐴 + 𝐵𝐵 + 1)𝑥𝑥]𝑦𝑦′(𝑥𝑥) + 𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑥𝑥) = 0.          (4.9)  

 
Onun 𝑦𝑦�(𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑘𝑘

�𝛼𝛼� ,𝛽𝛽��(𝑥𝑥), 𝑘𝑘 = 0, 1, 2, … [33] Yakobi çoxhədlisinin  
 

(1 − 𝑥𝑥2)𝑦𝑦�′′(𝑥𝑥) + [𝛽̅𝛽 − 𝛼𝛼� − �𝛼𝛼� + 𝛽̅𝛽 + 2�𝑥𝑥]𝑦𝑦�′(𝑥𝑥) + 𝑘𝑘(𝑘𝑘 + 𝛼𝛼� + 𝛽̅𝛽 + 1)𝑦𝑦�(𝑥𝑥) = 0, 
  
tənliyi ilə müqayisəsindən alırıq                                 𝛼𝛼� = 2𝐴𝐴 𝛽̅𝛽 = 2𝐵𝐵                                             (4.10) 

 və   
𝜆𝜆 ≡ 𝜆𝜆𝑘𝑘 = 𝑘𝑘(𝑘𝑘 + 2𝐴𝐴 + 2𝐵𝐵 + 1).                                      (4.11) 

 
Beləliklə, belə nəticəyə gəlirik ki, (4.9) tənliyinin 𝑦𝑦(𝑥𝑥) ≡ 𝑦𝑦𝑘𝑘(cosϑ) həlli Yakobi çoxhədliləri vasitəsilə ifadə 

edilir, yəni 
𝑦𝑦𝑘𝑘(cosϑ) = 𝑃𝑃𝑘𝑘

(2𝐴𝐴,2𝐵𝐵)(cosϑ).                                           (4.12)   
 

İndi tam bucaq dalğa funksiyasının ϑ  bucağı ilə ifadəsini yaza bilərik    
 

    𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘(cosϑ) = 𝐶𝐶𝑘𝑘𝑘𝑘(1 − cosϑ)𝐴𝐴(1 + cosϑ)𝐵𝐵 𝑃𝑃𝑘𝑘
(2𝐴𝐴,2𝐵𝐵)(cosϑ).             (4.13)  

    
Normallama sabiti 𝐶𝐶𝑘𝑘𝑘𝑘 ortonormallıq şərtindən tapılır 
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                                ∫  𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘(cosϑ) 𝐹𝐹𝑘𝑘′𝑚𝑚(cosϑ)𝜋𝜋

0 sinϑdϑ = 𝛿𝛿𝑘𝑘𝑘𝑘′                          (4.14)    
və aşağıdakı ifadəyə bərabərdir                        

              𝐶𝐶𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2−𝐴𝐴−𝐵𝐵�(𝑘𝑘+𝐴𝐴+𝐵𝐵+1 2)𝑘𝑘!Γ(𝑘𝑘+2𝐴𝐴+2𝐵𝐵+⁄ 1)
Γ(𝑘𝑘+2𝐴𝐴+1)Γ(𝑘𝑘+2𝐵𝐵+1)

.                          (4.15) 

 
İndi vurğulayaq ki, 𝜆𝜆 kəmiyyəti üçün iki (4.8) və (4.11) düsturlarından biz ayırma parametri  Λ ≡ Λ𝑘𝑘 üçün 

aşağıdakı kvantlanmış ifadəni  
 

Λ𝑘𝑘 = 𝑘𝑘(𝑘𝑘 + 2𝐴𝐴 + 2𝐵𝐵 + 1) + 𝐴𝐴 + 𝐵𝐵 + (𝐴𝐴 + 𝐵𝐵)2 − 2𝑚𝑚0
ℏ2

𝛼𝛼                       (4.16a) 
və yaxud 
 
Λ𝑘𝑘 = 𝑘𝑘�𝑘𝑘 + �𝑚𝑚2 + 2𝑚𝑚0(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾) ℏ2⁄ + �𝑚𝑚2 + 2𝑚𝑚0(𝛼𝛼 − 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾) ℏ2⁄ + 1� +
 1
2
��𝑚𝑚2 + 2𝑚𝑚0(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾) ℏ2⁄ + �𝑚𝑚2 + 2𝑚𝑚0(𝛼𝛼 − 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾) ℏ2⁄ � +

  1
4
��𝑚𝑚2 + 2𝑚𝑚0(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾) ℏ2⁄ + �𝑚𝑚2 + 2𝑚𝑚0(𝛼𝛼 − 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾) ℏ2⁄  �

2
− 2𝑚𝑚0

ℏ2
𝛼𝛼.               (4.16b) 

                                                 
tapırıq. Asanlıqla görmək olar ki, 𝑓𝑓(𝜗𝜗) = 0 olduqda Λ𝑘𝑘 ≡ Λ𝑙𝑙 = 𝑙𝑙(𝑙𝑙 + 1) olur, burada 𝑙𝑙 = 𝑘𝑘 + 𝑚𝑚 -dir. 

        
5. Radial tənliyin həlli    
  
   İndi (3.7) tənliyinin həllərini alaq. (3.7) tənliyini həll etmək üçün biz [11] kimi R(ρ)-i belə seçirik 
 

𝑅𝑅(𝜌𝜌) = (−𝜌𝜌)(𝜇𝜇𝑘𝑘)𝑀𝑀𝜈𝜈𝑘𝑘(𝜌𝜌)Ω(𝜌𝜌).                    (5.1) 
     Burada  

𝜌𝜌(𝜇𝜇𝑘𝑘) = 𝑖𝑖𝜇𝜇𝑘𝑘 Γ(𝜇𝜇𝑘𝑘−𝑖𝑖𝑖𝑖)
Γ(−𝑖𝑖𝑖𝑖)

,  𝑀𝑀𝜈𝜈𝑘𝑘(𝜌𝜌) = 𝜔𝜔0
𝑖𝑖𝑖𝑖Γ(𝜈𝜈𝑘𝑘 + 𝑖𝑖𝑖𝑖)      (5.2) 

 
vuruqları 𝑅𝑅(𝜌𝜌)-nin müvafiq olaraq 𝜌𝜌 =  0 və 𝜌𝜌 =  ∞ nöqtələrindəki asimptotik davranışını təyin edir və 
 

𝜇𝜇𝑘𝑘 = 1
2

+ 1
2�1 + 2

𝜔𝜔0
2 (1 −�1 − 4𝜔𝜔02Λ𝑘𝑘 ),  

 

𝜈𝜈𝑘𝑘 = 1
2

+ 1
2�1 + 2

𝜔𝜔0
2 (1 + �1 − 4𝜔𝜔02Λ𝑘𝑘 )                                   (5.3) 

 
real parametrlərdir. Bundan belə çıxır ki, 

                                                       Λ𝑘𝑘 ≤ �𝑚𝑚0 𝑐𝑐2

2ℏ𝜔𝜔
�
2
                                                     (5.4)   

 
Bu şərt 𝑘𝑘 “orbital” kvant ədədinin qiymətlərinə yuxarıdan məhdudiyyət qoyur. 
Ω(𝜌𝜌) funksiyası aşağıdakı sonlu-fərq tənliyini ödəyir: 
 

�(𝜇𝜇𝑘𝑘 + 𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝜈𝜈𝑘𝑘 + 𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝜕𝜕𝜌𝜌 − (𝜇𝜇𝑘𝑘 − 𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝜈𝜈𝑘𝑘 − 𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑒𝑒𝑖𝑖𝜕𝜕𝜌𝜌�Ω(𝜌𝜌) = 2 𝜀𝜀
𝜔𝜔0
𝑖𝑖𝑖𝑖Ω(𝜌𝜌). (5.5) 

 
Bu tənliyi 𝑦𝑦(𝑥𝑥) = 𝑆𝑆𝑛𝑛(𝑥𝑥2;𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐) kəsilməz dual Hahn çoxhədlilərinin с = 1 2⁄  olduqda [31]  
 
�(𝑎𝑎 + 𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝑏𝑏 + 𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝜕𝜕𝑥𝑥 − (𝑎𝑎 − 𝑖𝑖𝑖𝑖)(𝑏𝑏 − 𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑒𝑒𝑖𝑖𝜕𝜕𝑥𝑥�𝑦𝑦(𝑥𝑥) = (2𝑎𝑎 + 2𝑏𝑏 + 4𝑛𝑛)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥)  .        (5.6) 

 
tənliyi ilə müqayisə edək. Müqayisədən alırıq ki, 𝑎𝑎 = 𝜇𝜇𝑘𝑘, 𝑏𝑏 = 𝜈𝜈𝑘𝑘, 𝜀𝜀 = 𝜔𝜔0(2𝑛𝑛 + 𝜇𝜇𝑘𝑘 + 𝜈𝜈𝑘𝑘), burada 𝑛𝑛 =  0, 1, 2, . .. 
radial kvant ədədidir. Nəticədə alırıq 
 

𝐸𝐸𝑛𝑛𝑛𝑛 = ℏ𝜔𝜔(2𝑛𝑛 + 𝜇𝜇𝑘𝑘 + 𝜈𝜈𝑘𝑘).                                              (5.7) 
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Bu, baxdığımız üçölçülü sonlu-fərq relyativistik halqavari ossilyator modelinin enerji səviyyələri üçün 
kvantlanma qaydasını verir. Beləliklə, (5.5) sonlu-fərq tənliyinin çoxhədli həlli davamlı ikili Hahn polinomları 
vasitəsilə ifadə edilir: 

Ω(𝜌𝜌) ≡ Ω𝑛𝑛𝑛𝑛(𝜌𝜌) = 𝑆𝑆𝑛𝑛(𝜌𝜌2; 𝜇𝜇𝑘𝑘, 𝜈𝜈𝑘𝑘, 1
2
).                                        (5.8)  

 
Qeyd edək ki, kəsilməz dual Hahn çoxhədlilərilə [32] əlaqəsini müəyyən edir 

 

𝑆𝑆𝑛𝑛(𝑥𝑥2; 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐) = (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)𝑛𝑛(𝑎𝑎 + 𝑐𝑐)𝑛𝑛 = 𝐹𝐹2(�−𝑛𝑛  𝑎𝑎 + 𝑖𝑖𝑖𝑖  𝑎𝑎 − 𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑎𝑎 + 𝑏𝑏    𝑎𝑎 + 𝑐𝑐 �1�3 .      (5.9) 

 
Kəsilməz dual Hahn çoxhədliləri aşağıdakı ortoqonallıq şərtini ödəyir [31] 
 

1
2𝜋𝜋

� �
Γ(𝑎𝑎 + 𝑖𝑖𝑖𝑖)Γ(𝑏𝑏 + 𝑖𝑖𝑖𝑖)Γ(𝑐𝑐 + 𝑖𝑖𝑖𝑖)

Γ(2𝑖𝑖𝑖𝑖)
�
2

𝑆𝑆𝑛𝑛(𝑥𝑥2;𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐)𝑆𝑆𝑚𝑚(𝑥𝑥2;𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐)𝑑𝑑𝑑𝑑 =
∞

0
 

= Γ(𝑛𝑛 + 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)Γ(𝑛𝑛 + 𝑎𝑎 + 𝑐𝑐)Γ(𝑛𝑛 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)𝑛𝑛! 𝛿𝛿𝑛𝑛𝑛𝑛.                (5.10) 
 

 İndi (5.7) enerji səviyyələrinə uyğun (5.1) 𝑅𝑅(𝜌𝜌) radial dalğa funksiyaları üçün ifadə yaza bilərik 
 

𝑅𝑅𝑛𝑛𝑛𝑛(𝜌𝜌) = с𝑛𝑛𝑛𝑛(−𝜌𝜌)(𝜇𝜇𝑘𝑘)𝑀𝑀𝜈𝜈𝑘𝑘(𝜌𝜌)𝑆𝑆𝑛𝑛(𝜌𝜌2; 𝜇𝜇𝑘𝑘, 𝜈𝜈𝑘𝑘, 1
2
).                     (5.11) 

 
    (5.11) funksiyası üçün ortoqonallıq şərti (5.10) şərtindən asanlıqla alınır 
 

∫ 𝑅𝑅𝑛𝑛𝑛𝑛∗ (𝜌𝜌)𝑅𝑅𝑚𝑚𝑚𝑚(𝜌𝜌)𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝛿𝛿𝑛𝑛𝑛𝑛.
∞
0                                      (5.12) 

 
    Buradan normallama sabiti üçün aşağıdakı ifadəni alırıq: 
 

с𝑛𝑛𝑛𝑛 = 21 2 ⁄ [𝑛𝑛! Γ(𝑛𝑛 + 𝜇𝜇𝑘𝑘 + 𝜈𝜈𝑘𝑘)Γ(𝑛𝑛 + 𝜇𝜇𝑘𝑘 + 1 2⁄ )Γ(𝑛𝑛 + 𝜈𝜈𝑘𝑘 + 1 2⁄ )]−1 2⁄   .       (5.13) 
 

    Beləliklə, tam dalğa funksiyası forması: 
 

𝜓𝜓𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛(𝐫𝐫) = с𝑛𝑛𝑛𝑛𝐶𝐶𝑘𝑘𝑘𝑘
1
𝑟𝑟
�−

𝑟𝑟
𝜆𝜆
�

(𝜇𝜇𝑘𝑘)
𝑀𝑀𝜈𝜈𝑘𝑘(𝜌𝜌)𝑆𝑆𝑛𝑛 ��

𝑟𝑟
𝜆𝜆
�
2

; 𝜇𝜇𝑘𝑘, 𝜈𝜈𝑘𝑘,
1
2�

× 

                                    × (1 − cosϑ)𝐴𝐴(1 + cosϑ)𝐵𝐵 𝑃𝑃𝑘𝑘
(2𝐴𝐴,2𝐵𝐵)(cosϑ) 1

√2𝜋𝜋
𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖      .            (5.14) 

 
6.  Qeyri-relativistik limit halı 
        

Asanlıqla göstərmək olar ki, enerji spektri üçün (5.7) 
düsturu və relyativistik halqaşəkilli ossilyatorun radial 
dalğa funksiyası üçün (5.11) düsturu düzgün qeyri-
relyativistik limitə malikdir, yəni qeyri-relyativistik 

limitdə 𝑐𝑐 →  ∞ qeyri-relyativistik halqaşəkilli 
ossilyatorun uyğun düsturlarına keçir. Bunun üçün 
aşağıdakı limit və asimptotik münasibətləri nəzərə 
almaq kifayətdir [11]: 

 
lim
𝑐𝑐→∞

𝜇𝜇𝑘𝑘 = 1
2

+ 1
2�1 + 4Λ𝑘𝑘 ≡ 𝑎𝑎,  lim

𝑐𝑐→∞
( 𝜈𝜈𝑘𝑘 −

1
𝜔𝜔0

) = 1
2
 ,                                 (6.1) 

 
lim𝜆𝜆𝜇𝜇𝑘𝑘
𝑐𝑐→∞

(−𝜌𝜌)(𝜇𝜇𝑘𝑘) = (−𝑟𝑟)𝑎𝑎,  lim
𝑐𝑐→∞

𝑀𝑀𝜈𝜈𝑘𝑘(𝜌𝜌) ≅ √2𝜋𝜋 exp ( 1
𝜔𝜔0

ln 1
𝜔𝜔0
− 1

𝜔𝜔0
− 1

2
𝜆𝜆02𝑟𝑟2),       (6.2) 

 
lim
𝑐𝑐→∞

𝜔𝜔0
𝑛𝑛

𝑛𝑛!
𝑆𝑆𝑛𝑛 �𝜌𝜌2; 𝜇𝜇𝑘𝑘, 𝜈𝜈𝑘𝑘, 1

2
� = 𝐿𝐿𝑛𝑛

𝑎𝑎−1 2⁄ (𝜆𝜆02𝑟𝑟2).                               (6.3) 
 
Burada 𝜆𝜆0 = �𝑚𝑚0𝜔𝜔 ℏ⁄  və 𝐿𝐿𝑛𝑛𝑎𝑎 (𝑧𝑧) ümumiləmiş Lager 
çoxhədliləridir [32]. 
 
7. Nəticə  
 
      Sonlu-fərq relyativistik kvant mexanikasının fiziki 
problemlərin böyük bir sinfinə tətbiqi qeyri-

relyativistik kvant mexanikasının dəqiq həll oluna bilən 
problemlərinin relyativistik ümumiləşməsini tələb edir. 
Bu işdə halqavari ossilyator potensialı üçün 
relyativistik sonlu-fərq dalğa tənliyinin dəqiq həllərini 
tapdıq. Bu tənliyin radial hissəsini və bucaq hissəsini 
funksional üsulla həll etdik. Göstərdik ki, radial dalğa 
funksiyası kəsilməz dual Hahn çoxhədliləri ilə, bucaq 
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dalğa funksiyası isə Yakobi çoxhədliləri ilə ifadə 
olunur. Biz həmçinin göstərdik ki, baxılan modelin 

radial dalğa funksiyaları və enerji spektrləri düzgün 
qeyri-relyativistik limitə malikdir.
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EXACT SOLUTION OF THE RELATIVISTIC FINITE-DIFFERENCE EQUATION  

FOR THE RING-SHAPED OSCILLATOR POTENTIAL 
 

We solve exactly the relativistic finite-difference equation for the quantum three-dimensional ring-shaped oscillator 
potential. Our investigation is based on a finite-difference version of relativistic quantum mechanics. So-called relativistic 
configurational 𝐫𝐫-space is a key concept here. We show that the radial wavefunctions and angular wavefunctions are expressed 
through the continuous dual Hahn polynomials and Jacobi polynomials, respectively. A discrete energy spectrum has been 
found. The radial wave functions and energy spectrum have the correct nonrelativistic limit. 
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